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Ozet

Bu notlar iki konusmalik bir dizinin ilk konusmasina aittir. Ik béliimde ayna simetrisinin
besli Calabi-Yau iigkathilarindaki rasyonel egri sayimlarindan nasil ortaya ¢iktigr anlatilir.
Tkinci béliimde fiziksel A- ve B-modelleri, Hodge sayilarinin degisimi ve Batyrev’in refleksif
politop yapimi ele alimir. Sonraki boltimlerde Kontsevich’in homolojik ayna simetrisi
varsayimi tanitilir ve iki boyutlu torus ile Tate eliptik egrisi arasindaki eslesme ayrintili
olarak incelenir.

Icindekiler

1 Rasyonel egrilerin naif sayimi
1.1 Genel boyut hesabt . . . . . .. ...
1.2 Kiibik yiizey Ornegi . . . . . . . .. e e
1.3 Beslitickatli . . . . . . . o o
1.4 Tk sayilar ve fiziksel Gngoril . . . . v o

1.5  Gromov-Witten degismezleri . . . . . . . .. ... o

2 Fiziksel A- ve B-modelleri
2.1 N = (2,2) siiperkonformal cebir . . . . . . .. ..o
2.2 Topolojik biikkiillmeler . . . . . . . . .. L
2.3 Hodge elmast . . . . . . . . . . e e e
2.4 Batyrev’in refleksif politoplart . . . . .. ... oo oL

3 Homolojik ayna simetrisi
3.1 Sayilardan kategorilere . . . . . . .. Lo
3.2 Diferansiyel dereceli kategoriler . . . . . . . . ... oo L

3.3 Aso-kategoriler . . ...



Homolojik Ayna Simetrisi I Umut Varolgiines

3.4 Fukaya kategorisi . . . . . .. L oL
3.5 Egrilik ve engellenmis nesneler . . . . . .. .. L L Lo L Lo L
3.6  Koherent demetlerin tiiretilmis kategorisi . . . . . .. ... ... ... ..

3.7 Kontsevich’in varsayimi . . . . . .. .. oL Lo

4 Eliptik egri ornegi: A-tarafi
4.1 Simplektik torus ve derecelendirme . . . . . . . ... oo
4.2 Novikov alani . . . . . . .. e
4.3 Diz Lagrange cemberleri. . . . . . . . ..o
4.4 Floer kompleksi ve diferansiyel . . . . . ... .. ... .. ... ... ... ...
4.5 Ucgenler ve yiiksek cokgenler . . . . . . .. . ... .. ... ...
4.6 Temel iiggen hesab1 ve teta serisi . . . . . . . . . . ... ... ...

4.7 Gauss carpani, analitiklik ve family Floer gergevesi . . . . . . .. .. .. .. ..

5 Eliptik egri ornegi: B-tarafi
5.1 Tateegrisi . . . . . . . oL

5.2 Koherent demetler . . . . . . . . e

6 1Iki tarafin eslestirilmesi
6.1 Nesneler . . . . . . . . e
6.2 Morfizm boyutlart . . . . . ... Lo
6.3 Bilesimler . . . . . ..
6.4 Lagrange cerrahisi ve kisa tam dizi . . . . ... ... o oo
6.5 Eliptik egriicin HMS . . . . . . . .. oo

6.6 Destekli Floer kuramiyla Tate aynasmnin kurulmas: . . . . . ... ... ... ..

7 Daha yiiksek boyut ve sonug
7.1 Eliptik egri 6rneginin siirlart . . . . . . ... o000 oo
7.2 Batyrev ayna ciftleri i¢in yakin tarihli sonug . . . . .. ... o000 L
7.3 Ozet . . . o

1 Rasyonel egrilerin naif sayimi

1.1 Genel boyut hesabi
Karmagik projektif uzay P™ := CP" iginde genel ve diizgiin bir D dereceli hiperyiizey

X=V(f)cPp"
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alalim. X iginde d dereceli rasyonel egriler ariyoruz. Bunlarin modil uzaym My(X) ile
gosterelim. Bdyle bir egri polinom bir génderim ile

¢:P1—>Pn7 [xy]'_>[¢0($7y)¢n(x7y)]
parametrize edilebilir. Burada her ¢;, iki degiskenli ve d dereceli homojen bir polinomdur.

n+ 1 polinomun katsayilari toplam (n+ 1)(d+ 1) parametre verir. Ortak 6lgek bir parametreyi,
PGLymin P! iizerindeki etkisi ise ii¢ parametreyi gotiiriir. Boylece P" icindeki d dereceli
(parametrize edilmemis) rasyonel egrilerin beklenen boyutu

(n+1)(d+1)—4

olur. Ornegin d = 1 durumunda C™*1"1n iki boyutlu vektor altuzaylarina, yani Gre(n+1,2)’ya
bakiyoruz. n = 3 durumunda bu d = 1 rasyonel egrilerini P?'nin bir standart afin acik
altkiimesinde ve sadece reel kisimlarina bakarak hepimizin bildigi dogrular olarak diigiinebiliriz.
Ancak bu reel resmin bazi reel kismi bos olan rasyonel egrileri gérmedigini unutmamak gerekir.

Asil ilging olan ¢(PP') C X kosulu yani

fos=0

esitligidir. Sol taraf Dd dereceli iki degiskenli homojen bir polinomdur. Ozdes olarak sifir
olmasi Dd + 1 katsayimin sifir olmasini gerektirir. Bu nedenle beklenen boyut

vdimMg(X)=(n+1)(d+1)—(Dd+1)—4
=(n+1—-D)d+n—4 (1.1)
olarak bulunur. Burada da eger n = 3, d = 1 ve f reel katsayili ise bu rasyonel egrilerin reel

olanlarim ii¢ boyutlu uzayda f’in tamimladig: iki boyutlu yiizeyin i¢inde kalan diiz dogrular
olarak gorsellestirebiliriz.

Unutmayalim ki bu yalnizca bir beklenen boyut hesabidir. Denklemler bagimsiz olmayabilir.
Ayrica not edelim ki egriler tekil olabilir; parametrizasyon gémme olmayabilir; indirgenebilir
egriler ve goklu ortiiler ortaya cikabilir. Klasik olarak sayilmak istenen rasyonel egriler ya
diizglin ya da en azindan indirgenemez (irreducible) ve indirgenmis (reduced) olanlardir.
Ornegin coklu ortiiler sayilmak istenmemektedir.

Biz bu rasyonel egrileri saymaktan bahsetmek istiyorsak bu beklenen boyutu sifir olacak n, D, d
degerleri segmemiz gerekir.

1.2 Kiibik yiizey Ornegi
D =nise (1.1) esitligi
vdimMg(X)=d+n—4
olur. Beklenen boyutun sifir olmasi i¢in d + n = 4 gerekir. Iki basit olasilik sunlardar:
e n =3, d=1: diizgiin bir kiibik ytizey tlizerindeki dogrular;
e n =2, d=2: diizgiin bir konigin kendisi.

Herhangi bir karmagik diizgiin kiibik ylizey iizerinde tam 27 karmagik dogru vardir. Diizgiin
bir reel kiibik yiizey iizerindeki reel dogrularin sayisi 27’den kiigiik olabilir. Reel diizgiin
kiibik yiizeylerin bu agidan tam bir siniflandirmasi vardir; miimkiin sayilar 3,7, 15, 27°dir. Reel
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kisminin (standard olmayan) bir afin ¢izelgede resmini gordiigiimiiz Clebsch diyagonal kiibigi
biitlin 27 dogrunun reel oldugu bir 6rnektir. Goérdiigiimiiz yiizeyin denklemi soyledir:

81(x3 + % + 23) — 189(2y + 222 + 21 + 2% + 122 + y2?) +
Sdzyz + 126(zy + 224+ yz) — 922 + 2 +22) -9z +y+2) + 1 = 0.

Bu 6rnegin ii¢ boyutlu modelleri diinyanin farkl yerlerindeki matematik béliimlerinde belki de
en yaygin kullamlan dekoratif nesnedir.

Not (Kuartik yiizeylerde dogrular). Bahsettigimiz iizere kiibik durumda beklenen boyut
sifirdir ve biitiin diizgiin kiibikler i¢in 27 dogru elde edilir; kuartik durumda ise beklenen
boyut (-1) oldugundan genel bir kuartik hi¢ dogru icermez. Buna karsin 6zel diizgiin kuartikler
¢ok sayida dogru igerebilir. Bu sempozyumun katilimcilarindan Ali Sinan Sertéz’in Alex
Degtyarev ve Ilia Itenberg ile ortak calismasinda, diizgiin karmagik kuartikler icin azami
dogru sayisinin (64), diizgiin reel kuartikler i¢in azami reel dogru sayisimin (56) oldugu; ayrica
(52)’den fazla dogru igeren kuartiklerin projektif simflandirmasi ve rijitligi gosterilmistir [6].
Bu 6rnek, beklenen boyutun 6zel iiyelerde egrilerin varligini diglamadigini ve boyle bir naif
sayimin deformasyon degismezi olmadigimi 6zellikle iyi gosterir.

1.3 Besli iickath

Simdi D = n + 1 alalm. Eklenme (adjunction) formiila
KX’:OX(D—TL—I)

verdigi icin Kx agikar (trivial) demettir. n = 4 durumunda X C P* genel bir besli Calabi-Yau
tckathdir ve formiilii kullanirsak
vdim My4(X) =0

her d > 1 i¢in gecerlidir. Bu hesap, her derecede sonlu sayida rasyonel egri beklenmesinin ilk
nedenidir.

Varsayim 1.1 (Clemens varsayiminin diizeltilmig bicimi). Jenerik bir dizgin besli ickatl
X C P* igin her d > 1 derecesinde:
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1. sonlu ve pozitif sayrda indirgenemez ve indirgenmis rasyonel egri C C X vardur;
2. bu egriler birbirinden ayriktur;
3. tekil olanlar tam olarak 17601000 adet altr digimli (nodal) dizlemsel begli rasyonel
egridir;
4. Eger C gomdlii bir rasyonel egri ise
N¢ ~ Opi1(—1) ® Op1(—1).
Son kosul egrinin sonsuz kiigiik (infinitesimal) anlamda kat1 (rigid) oldugunu séyler. Diizgiin

bir rasyonel egri i¢in normal demetin derecesi —2’dir. Deformasyon uzayimin sifir olmasi, genel
durumda iki dogrudan toplam bilegeninin de derece —1 olmasini verir.

Bu diizeltilmig bicim d < 11 icin dogrulanmigtir. d = 12 icin ise genel bir begli {ickath {izerinde
yalnizca diizgiin rasyonel egrilerin sonlulugu bilinmektedir.

1.4 1lk sayilar ve fiziksel 6ngorii

Derece bir egriler dogrulardir. Dogrularin parametre uzay1 Gr(2,5)’tir. Bir besli polinom, bu
Grassmann cesidi iizerinde Sym®(SY) demetinin bir kesitini verir. Genel kesitin sifirlarinin
sayisi

/ ce(Sym®(SV)) = 2875
Gr(2,5)
olur.

Derece iki egrilerin sayis1 Katz tarafindan
609 250

olarak hesaplanmigtir. Derece ii¢ i¢cin Candelas, de la Ossa, Green ve Parkes’in ayna simetrisine
dayali hesabi
317206 375

sayisim1 verdi. Ellingsrud ve Strgmme’nin dogrudan cebirsel-geometrik hesabi ilk agamada
farkli bir sonug iiretmisti. Bilgisayar programindaki bir hata diizeltildikten sonra iki sonug
ayni ¢ikti. Bu olay ilgili yazismada “Physics wins” soziiyle 6zetlendi.

Candelas ve ortaklarinin makalesinde verilen ilk on instanton sayisi agagidaki tablodadir.
Bunlar biitiin derecelerde dogrudan diizgiin (hatta indirgenemez ve indirgenmis) rasyonel
egrilerin sayisi olarak yorumlanmamalidir.

ng

2875

609 250

317206 375

242467 530 000

229 305 888 887 625

248249 742118 022 000
295091 050 570 845 659 250
375632160937 476 603 550 000

503 840510416 985 243 645 106 250
704 288 164 978 454 686 113 488 249 750

© 00 O U W N~

—_
)
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Derece beste tekil rasyonel egriler ortaya c¢ikar. Derece onda bu egrilerin ¢ift ortiileri fizikgilerin
hesaplayabildikleri GW sayilarina beklenmedik bir gekilde katkida bulundugu i¢in bu derecede
instanton sayisi rasyonel egrilerin sayisina esit olmamaya baglamaktadir.

1.5 Gromov—Witten degismezleri

Fizikgilerin tekniginde naif sayimin yerine cins sifir Gromov—Witten degigmezleri geger. Ayrin-
tilara girmeden gematik tanimi verelim. Derece d i¢in kararh (stable) gonderimlerin kompakt
modil uzayi

Mo,o0(X,d)

ve bunun sifir boyutlu sanal temel simifi kullanilir:

Ny = /7 1.
[Mo,o(X,d)]vir

Bu say1 rasyonel olabilir. Tekil egriler, indirgenebilir egriler ve ¢oklu ortiiler uygun agirliklarla
hesaba girer. Tanim simplektik deformasyonlar altinda degismezdir ve X’in jenerik secilmesini
gerektirmez. Naif sayim yerine bu sanal sayimin yapilabilecegi ve bu sayimin ¢ok daha iyi
ozelliklere sahip olmasi belki de bu hikayeden 6grenilen en 6énemli derstir.

Gromov-Witten degigmezleri ile yukarida bahsettigimiz instanton (veya BPS) sayilar arasindaki

iligki soyledir
Nk
Nd — Z F
k|d
Cins sifir GW potansiyeli Fy'in iigiincii tiirevi su bigimde yazilir:

PFy
o

d
3 4
5+ nqd — (1.2)
d>1

Buradaki 5, besli iickathnin klasik iiclii kesisim sayisidir. ¢%/(1 — ¢?) carpami coklu ortii
katkilarini paketler. ng’ler instanton veya BPS sayilari olarak adlandirilir.

Ayna simetrisi (1.2) ifadesini aynanin karmasgik yap: ailesindeki periyot integrallerinden ve
ayna koordinatindan hesaplar. Bu 6ngorii daha sonra Givental ile Lian—Liu—Yau’nun ayna
teoremleri gercevesinde matematiksel olarak kanitlandi.

Son olarak not etmek gerekir ki bu sonug Clemens varsayimini ¢bzmez; ¢oziilen problem sanal
egri sayimidir.

2 Fiziksel A- ve B-modelleri

2.1 N = (2,2) siiperkonformal cebir

Fiziksel baglangi¢ noktasi iki boyutlu N = (2,2) siiperkonformal alan kuramidir. Tek bir
kiral yaridaki modlar L, J, ve GTi ile gosterilir. L, ’ler Virasoro cebirini, .J,,’ler U(1) akimini,
G:F'ler siipersimetri iireteclerini verir. Standart indislemeyle iligkiler

(Lo, Ln] = (m — 1) Lynn + 1—C2m(m2 — 1)msn0s (2.1)
C
[Jma Jn] = §m5m+n,0a (2'2)



Homolojik Ayna Simetrisi I Umut Varolgiines

(L, Jm) = —mdmin, (2.3)
n
(L Gl = (§ ~ (M £0) G (2.4)
[JTH G7:|7:L:|:a] = :l:G;‘r:w—i-n:I:a? (25)
{G7J1r+a7 Gm—a} =2Lmin + (n —m+2a)Jyin

c 1
+3 ((n + a)2 - > 6m+n,0 (26)

3 4
bicimindedir. Burada ¢ merkezsel yiik, a = 0 veya a = % ise sirasiyla Ramond ve Neveu-—

Schwarz sektorlerine uygun indis kaymasim gosterir. Tam N = (2,2) kuraminda sol ve sag
hareketli iki kopya bulunur. Teori dedigimiz sey bu Lir cebirinin bir temsilidir.

Bir Calabi—Yau tigkatl ve bir Ké&hler sinifi, uygun sigma modeli araciligiyla boyle bir kuram
iiretir. Ayna simetrisi, siiperkonformal kuramlar kiimesindeki ¢ok masum goéziiken bir involus-
yondan gelmektedir. Fizikgiler bu involusyonun orbitindeki iki teorinin de geometrik orijinli
olmasim saglayacak bazi nedenler bulmusg ve bu durumlarda bu iki CY’nun aralarinda ilging
bir iligki olacagini tahmin etmiglerdir.

2.2 Topolojik biikiilmeler
N = (2,2) cebirinden iki topolojik kuram elde edilir:

A-modeli. Simplektik yapiya, daha dogrusu karmagiklagtirilmig Kéahler parametresine baghdir.
Holomorf egri sayimlar1 ve Gromov—Witten degismezleri bu tarafta yer alir.

B-modeli. Karmasik yapiya baghdir. Periyot integralleri, Hodge yapilar1 ve karmagik yap1
deformasyonlar1 bu tarafta yer alir.

Fiziksel ayna doniigiimii A- ve B-bilgilerini yer degistirir. Bu nedenle X iizerindeki zor bir
A-modeli hesabi, ayna XV iizerindeki bir B-modeli hesabina déniigebilir. Besli iickathdaki egri
sayilarinin periyot hesabindan ¢ikmasi bunun ilk 6rnegidir.

2.3 Hodge elmasi

Diizgiin projektif bir iickatlinin Hodge sayilar:

h0,0
hl,O hO,l
h2’0 hl’l h0’2
h3’0 h2,1 h1’2 h0,3
h3,1 h2,2 h1’3
hd,2 h2,3
h3’3

biciminde diizenlenir. Hodge ve Poincaré dualiteleri

WP — pap — p3—P3—4

esitliklerini verir.
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Calabi—Yau iickath icin elmas

1
0 0
0 hb1 0
1 h2,1 h2’1 1
0 htt 0
0 0
1
olur. Ayna ¢ifti i¢in beklenen esitlik
hPI(X) = h3PI(XY) (2.7)

oldugundan o6zellikle
RUL(X) = h2L(XY), REL(X) = RBL(XY)
elde edilir. Ayna simetrisi terimi de buradan gelmektedir. Euler karakteristigi
X(X) = 2(hMH(X) = h*1(X))
oldugu i¢in x(XV) = —x(X)’tir.
Dort boyutlu refleksif politoplardan elde edilen Calabi—Yau tickathlar icin veri genellikle
(2(h1’1 — B21), Bl 4 g2y

koordinatlarinda ¢izilir. Nokta kiimesinin dikey eksene gore simetrisi (2.7) esitliginin veri
diizeyindeki kargihigidir.

2.4 Batyrev’in refleksif politoplari

N ~ 7" bir kafes, M = Hom(N,Z) dual kafes olsun. Ng = N ® R iginde orijini i¢ noktasinda
bulunduran bir kafes politopu A i¢in kutupsal dual

A°={m e Mg | (m,n) > —1 hern € A}

olarak tamimlanir.
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Tamim 2.1. A° yine bir kafes politopu ise A’ya refleksif politop denir.

Refleksif A ve A°, Fano torik varyetelerdeki antikanonik hiperyiizeylerin ayna ailelerini verir.
Gerekli oldugunda uygun krepant ¢oziimler almir. Tki boyutta 16 refleksif kafes poligonu vardir;
kutupsal dualite bunlar1 ¢iftlere ayirir ve bazilar1 6z-dualdir.

dual

A A°
Sekil 1: Kare ile kutupsal duali olan elmas.

Bu yapim, ayna ciftlerinin yalnizca tek tek 6rneklerden ibaret olmadigini gosterir. Sonradan
torik CY tam kesigme (complete intersection) projektif varyetelerine de genellegtirilmistir.

3 Homolojik ayna simetrisi

3.1 Sayilardan kategorilere

Gromov—Witten degigmezleri kapali sicim kuraminin A-modeli degigmezleridir. Homolojik
ayna simetrisi acgik sicimleri ve sinir kogullarini da ele alir. Sinir kogullar: bir kategorinin
nesnelerini (objects) olusturur. Bu nesneler arasindaki agik sicimler morfizmleri, agik sicimlerin
birlesmesi ise bilegimi verir.

Kontsevich’in 6nerisi, ayna simetrisinin yalnizca sayisal degismezleri degil, bu nesne ve bilegim
yapilari eslestirdigidir. Bunun icin diferansiyel dereceli ve Aoo-kategoriler kullanilir.

3.2 Diferansiyel dereceli kategoriler

Tanim 3.1. Bir diferansiyel dereceli kategori C su verilerden olugur:

e Dbir nesneler kiimesi Ob(C);
o her Cp, C ¢ifti igin bir zincir kompleksi Homg(Co, C1);

e her f{iclii igin derece sifir bir zincir génderimi

HomE(Cl, CQ) ® HOHIé(C(), Cl) — Homé(Cg, CQ)

Bilegim kesin olarak birlesmelidir. Birimler de tanimin bir parcasidir; burada birimlerle ilgili
teknik ayrintilar: kullanmayacagiz.

Bilegimin zincir génderimi olmasi Leibniz kuralini verir: homojen a ve b igin

d(boa) =dboa+ (—=1)bo da.
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3.3 A.-kategoriler

Fukaya kategorisinde bilesim zincir diizeyinde birlesimli degildir. Bu nedenle dg kategori yerine
Aso-kategori gerekir. Bir A.-kategori C, morfizm komplekslerine ek olarak

pF - Hom(Cj_1, C) ® - -- @ Hom(Cy, C1) — Hom(Cy, Cy)[2 — K]

islemlerini tasir. Ilk iligkiler su anlamlara gelir:

e u!'op! =0; dolaysiyla p! diferansiyeldir.

e ', 12 icin Leibniz kuralim saglar.

e p?'nin iki farkh iligkilendirilmesi arasindaki fark, p? tarafindan verilen bir zincir homoto-
pisidir.

« Daha yiiksek ;*’lar bu homotopiler arasindaki uyumluluklar: verir.

Bu iligkiler birlikte Stasheff iligkileri olarak adlandirihir. Dolayisiyla birlegimlilik yalnizca
homoloji iizerinde dogru hale gelir.

Bir dg veya Ao-kategori igin morfizm komplekslerinin homolojisi alinarak H*(C) kategorisi
elde edilebilir. Fakat yalnizca H*(C)’yi bilmek genellikle yeterli degildir; ytiksek iglemler farkli
Aso-yapilarim ayirabilir.

Dolayisiyla daha komplike bir sekilde C’den baglayarak tiggenlenmis (triangulated) bir kategori
D™ (C) elde edilir.

Kisaca Perf(C), C’nin sonlu biikiilmiis kompleksleri ve bunlarin dogrudan toplam bilegenleri ile
elde edilen kusursuz (perfect) modil kategorisini géstersin. Tanimimiz

D™(C) := H°(Perf(C))
bicimindedir.

3.4 Fukaya kategorisi

Bir simplektik manifold (M, w) i¢in Fukaya kategorisinin nesneleri Lagrange brane’leridir. Bir
brane tipik olarak su verileri tagir:

e bir Lagrange altmanifoldu L C M,
e bir derecelendirme;
e bir spin veya goreli spin yapisi;

e cogu formiilasyonda bir yerel sistem.

Birbirini enine kesen Lo, L1 i¢in morfizm kompleksi kesigim noktalar1 tarafindan tretilir:

CF*(L(),Ll) = @ A<CIZ>

xeLoNLy

Diferansiyel, sinirlar1 Ly ve Ly {izerinde olan kati psddoholomorf geritleri sayar. Bilegim
/1,2 : CF*(Ll, LQ) ® CF*(L(), Ll) — CF*(L[), LQ)

kat1 psédoholomorf {icgenleri sayar. Genel p*, s sirasiyla Lo, . . ., Ly, iizerinde olan k + 1
kenarl psodoholomorf disklerden gelir.

Bir boyutlu modiil uzaylarinim sinirlar1 Stasheff iligkilerini verir. Seritlerin kirilmasi (p!)? = 0
esitligini, dértgenlerin smir ise p?'nin iki farkh iligkilendirilmesi arasindaki homotopiyi aciklar.

10
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3.5 Egrilik ve engellenmis nesneler

Genel bir simplektik manifoldda sabit olmayan, sinir1 tek bir Lagrange tizerinde olan holomorf
diskler bulunabilir. Bu disklerin sayimi bir egrilik terimi

uy € CF*(L, L)

tiretir. BEgrilikli As-iligkisi, yalin bicimiyle (u!)? = 0 esitliginin artik otomatik olmadigini
gosterir. Engelsiz Lagrange’lar, zayif engelsizlik kogullar: veya sinir deformasyonlar: kullanilarak
bu sorun giderilir.

Asagida iki boyutlu torustaki temel érnekte kullanilan diiz ¢cemberler i¢in bu diskler yoktur.
Bu nedenle asagidaki hesapta pu = 0 ve olagan Floer kompleksi yeterlidir.

3.6 Koherent demetlerin tiiretilmis kategorisi

Karmasik veya cebirsel bir varyete Y icin B-tarafindaki kategori
D Coh(Y)

olur. Nesneler, koherent demetlerin simirli kompleksleridir. Morfizmler
Ext*(&p, 1)

gruplaridir. Bilegim Yoneda ¢arpimidir. Koniler ve kaydirmalar kategorinin tiiretilmis olmasinin
temel nedenidir.

Bu iki taraf arasindaki temel sozliik g6yledir:

A-taraf ‘ B-tarafi
Lagrange brane’leri koherent demetler ve kompleksleri
CF*, HF* RHom, Ext*

holomorf ¢okgenler | Yoneda ve yiiksek tiiretilmis carpimlar

3.7 Kontsevich’in varsayimi

Varsayim 3.2 (Homolojik ayna simetrisi). X ile XV bir ayna Calabi-Yau ¢ifti olsun. Uygun
katsaylar ve ek yapilar segildiginde bir iicgenlenmis kategori denkligi vardur:

D™ F(X,w) ~ D°Coh(X").

Bu ifade yalmizca Floer homolojisi ile Ext gruplarinin boyutlarini eglegtirmez. Biitiin bilegimleri
ve yiiksek homotopileri de eslestirmesi gerekir. Sayisal ayna 6éngoriileri bu daha zengin yapinin
(tam dogru soylemek gerekirse biraz daha zenginlegtirildikten sonra) sonuglar1 olarak goriilebilir.

4 Eliptik egri ornegi: A-tarafi

4.1 Simplektik torus ve derecelendirme

Simdi
M= (T2 = R?/72, w:Adp/\dq), A>0,

11
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Y

Y

b

Sekil 2: Torusta tli¢ diiz cember.

alalim. p, ¢ koordinatlar1 R?'nin standart koordinatlaridir. Temel karede karsilikli kenarlar
Ozdesglestirilir.
Torusun holomorf hacim bigimi

Q=dp+idg

bir derecelendirme verisi belirler. ki boyutta bu veri, TM icindeki sabit yatay dogru alani
olarak diistiniilebilir. Bir gomiilii Lagrange cemberinin her noktasindaki teget dogrusunu
torusun teget diizlemindeki dogrular iizerinden yatay dogruya gotiiren bir baglanti secelim.
Eger bu baglantilar: siirekli olacak degisecek sekilde secersek bu ¢emberin bir derecelendirmesini
verir.

Hesaplarda standart karmagik yap1 kullanilacaktir:

0 0 0 0
T Yo o

Ote yandan Floer homolojisi .JJ'nin secimine bagh degildir.

4.2 Novikov alam

Holomorf ¢okgenlerin alanlari sinirsiz biiyiiyebildigi icin katsay: alan olarak Novikov alani
kullanilir:
(4.1)

A={0}U {iv: o; T
1=0

Sifir olmayan bir serinin degerlemesi en kiigiik tisteldir:

val (Z aiT“i> = ag.

OéiG(CX, a;, €ER, ay<ar <+,
N € ZsogU{oo}, N =o00=a; = +00

Degerlemesi sifir olan birimler
Up ={z € A* | val(z) = 0}
ile gosterilecektir.

Bir Lagrange brane’i, bu 6érnekte, sonlu sayida ayrik gomiilii cgemberden ve her bilegen tizerindeki
bir boyutlu Uy-yerel sistemden, bir spin yapisindan ve bir derecelendirmeden olugur. Yerel
sistemler ¢okgen sayimlarina holonomi katsayilar: ekler. Biz buradan sonra ¢ogunlukla yerel
sistemlerin 6nemsiz (trivial) oldugunu varsayacagiz. Genel durumda bunlarin nasil kullanilmasi
gerektigini diiglinmek okuyucu i¢in iyi bir egzersiz olacaktir.

12
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4.3 Diiz Lagrange cemberleri

(r,d) € 7?2 ilkel bir vektor ve ¢ € R/Z olsun.

Liraye(t) = {(p,q) € T :dp—rg=c (mod 1)}

bir gomiilii Lagrange ¢emberidir. Evrensel ortiide bu ¢emberin kaldirimlar (lift) egimi d/r
olan paralel dogrulardir.

Iki siifin cebirsel kesisim sayisi
I((’l“o, dO)a (Tlv dl)) = TOdl - 7ﬁldO

olur. Enine (transversely) kesigsen uygun diiz temsilciler igin
#(Lo N Ll) = |7"0d1 — 7"1d0|.

Kesigim noktalarinin dereceleri, derecelendirilmis teget dogrularin goreli doniisiinden elde
edilir.

Bir ¢emberin iki spin yapisi vardir ve her L, 4) . i¢in bunlardan ikisi de segilebilir. Asagida
yapacagimiz bir 6rnekte spin yapisinin goriiniir etkisini, yani holomorf ticgenlerin katkilarindaki
isaretleri degistirdigini, iddialarimiz1 ispatlamadan aciklamaya calisacagiz.

4.4 Floer kompleksi ve diferansiyel

Birbirini enine kesen iki brane icin

CF*(Lo,Li) = & A®).
beLoNLy

Yerel sistemler kullanilirsa her toplam bilegeninde iki lif arasindaki Hom uzay1 bulunur.

Diferansiyel, gébnderimler
u:Rs x[0,1]; — M

lizerinden tamimlanir. Sinir ve asimptotik kogullar

u(s,0) € Lo, u(s,1) € Ly, lim wu(s,t) =bs

s—=Fo0
bi¢imindedir. Psédoholomorf gerit denklemi
ou _ou
ds Ot
olarak yazilabilir. Kati ¢oziimler
phoo) =3 e(w) TS,
b+,u
formiiliine katkida bulunur. e(u) € {1} yonelim isaretidir. Kati geritler dereceyi bir artirir.
Standart kompaktlik ve gecig gonderimi sonuglari gu iki 6zelligi verir:
HF*(L,L) ~ H*(L; A),
LO ~Ham L6 — HF*(L(), Ll) ~ HF*(LE), Ll)
Birinci esitlik kii¢iik bir Hamilton pertiirbasyonu kullanilarak Morse kompleksine indirgenir.

Ikinci esitlik Hamilton izotopisi degismezligidir.
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4.5 TUcgenler ve yiiksek ¢okgenler

Ug brane icin
p? : CF*(Ly, Ly) ® CF*(Lg, L) — CF*(Lg, L)

islemi, simir kenarlar1 sirasiyla Lg, L1, Lo iizerinde bulunan kat1 holomorf ticgenleri sayar:

w2y, z) = Ze(u) TS,

Z,U

Dért veya daha cok smir isaretli diskler p2, %, ... islemlerini verir. Bunlar p%'nin birlesimliligi
icin gerekli homotopileri tanimlar.

4.6 Temel iiggen hesabi ve teta serisi

Sekil 2’deki meridyen Lo = F, yatay L1 = R ve anti-diyagonal Ly = L ¢emberlerini hatirlayalim.
Her iki ¢cember ¢ifti tek bir kesigim noktasi verir. Bu nedenle ilgili {i¢ morfizm uzayimin her
biri tek bir {ireteclidir. p?min biitiin bilgisi A'nin tek bir elemanma indirgenir.

Torustaki tiggenleri evrensel ortiide gérmek daha kolaydir. Riemann gonderim teoreminin
bir sonucu olarak gordiigiimiiz {iggenlerin her biri bir holomorf egrinin goériintiisiidiir. Uygun
iirete¢ ve yonelim segimleriyle, bir referans spin konfigiirasyonu sg i¢in ¢arpim katsayisi

Oyla) = 3 T3 (mHa)? (4.2)
nez

olur. Burada a, sekildeki ikizkenar ti¢genin bir kenarinin uzunlugudur.

F iizerindeki spin yapisini diger spin yapist ile degistirdigimizde (olugan spin yapisi konfigiiras-
yonunu s ile gosterelim), sabit bir genel igsaret diginda, n ile indislenen ti¢genin katkisi (—1)"
ile carpilir. Dolayisiyla bu spin yapisi icin carpim katsayisi

Oy, (a) = Y (~1)" T (Fa)? (4.3)

nez

olur. Ozellikle a = % icin n ve —n — 1 ile indislenen terimlerin alanlar1 aynidir ve igaretleri

terstir. Bu nedenle )
0. (3) = S-uyrrietd —o. (4.4)
2
nez
Aymi (—1)™ faktorii, spin yapisini degistirmek yerine F' {izerinde holonomisi —1 olan bir yerel
sistem secilerek de elde edilebilir.

Bu seriler klasik teta serileridir. Boylece holomorf iiggenlerin simplektik alanlari ile eliptik egri
tizerindeki teta fonksiyonlar: aym formiilde ortaya cikar.

4.7 Gauss carpani, analitiklik ve family Floer cercevesi

Bu altboliimde bagtan itibaren (4.3)’daki s; spin yapisini kullanalim. Abouzaid, family Floer
komplekslerini tam sayilar tizerinde ve uyumlu igaretlerle tanimlamak i¢in, lifler izerindeki
yapilar kiiresel bir Pin™ yapisindan indiikler [1, §3.1]. Bizim gosterimimizde indiiklenen spin
yapisini s7 ile gosteriyoruz. Bu se¢im, n ile indislenen tiggenin katkisindaki (—1)" igaretini
belirler.
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Esitlik (4.3), her sabit a i¢in A’'nin iyi tanmimh bir elemamdir. Fakat F' lifini hareket ettirip a’y1
bir parametre olarak diiglindiigiimiizde, bu ham katsay1 dogrudan ayna {izerindeki analitik bir
fonksiyonun degerleri degildir. Buradaki a normalize taban uzakligidir; ger¢cek simplektik fluxu

a = Aa
ile gosterelim. Bu gosterimle (4.3)’daki iis su bigimde yeniden yazilir:
A s (An+a)?
gl ="

Q = T* ve, simdilik 6énemsiz yerel sistem icin, z = T koyalim. Boylece
Ou, (@) = T/ N (—1ymQn/2m, (4.5)
nez

Ikinci carpan uygun halka bolgelerde yakinsayan bir Laurent serisidir. Buna kargilik T/ 24),

z'nin analitik bir fonksiyonu degildir. Gergekten bir rijit analitik fonksiyonun iskelet iizerindeki
degerleme profili, Laurent acilimindan dolay: tam say1 egimli pargali afin bir fonksiyondur;
a?/(2A) ise kuadratiktir. Sorun tek tek Floer carpimlarinda degil, farkh liflerde kullanilan
geometrik kesigsim tireteglerinin analitik bir ¢erceve olusturmamasindadir.

Family Floer kurami tam olarak bu noktada iiretegleri yeniden normalize eder. Yerel bir
Lagrange yapragl x = dg, bigiminde yazildiginda, Abouzaid’in [1, §3.2, (3.20)] esitligi, by
referans lifinden b lifine gegerken ilgili Floer tretecini

79 (b0)~ga(b)

ile carpmay1 soyler. Bizim koordinatlarimizda taban koordinati p ve kotanjant koordinati

& = —Aq secilirse anti-diyagonal, bir 6teleme sonrasinda,
A a?
E=Ap=dglp), 9(p)=35p" =55

grafigidir. Referans olarak p = 0 secildiginde (3.20)’deki ¢arpan T—*/(24) olur ve (4.5)'daki Ga-
uss ¢arpanini yok eder. Bu yeniden 6lgekleme spin yapisinin belirledigi isaretlerden bagimsizdir:
spin se¢imi serideki (—1)™ ¢arpaninda, Gauss garpani ise gergeve degigiminde kaydedilmistir.
Family Floer cercevesindeki katsay1 boylece
O(z) =T~ /Y0, (a) = 3_(-1)"Q" " = 0(Q,Q'/*2) (4.6)
neL
olur ve gergekten analitiktir; burada
0(Qw) =3 (-1 "V,
nez
Dolayisiyla katsayi, simetrik konvansiyonda

91(Q.2) = Y (~1)"Q" /22"

nez
ve klasik konvansiyonda 6(Q,Q'/?z) olarak yazihr. Buradaki Q/2, simetrik n?/2 iissiinii

n(n — 1)/2 konvansiyonuna ¢evirir. Ayn1 z koordinat1 korunup spin yapisi sg ile degistirilirse z
yerine —z gelir ve sonug 0(Q, —Q'/?z) olur.

Fluxun baglangicimi a = % olan F, lifine tagiyalim ve f = o — A/2 yazalim. O zaman
z = QYV2TF ve

0(Q.Q"%2) = 0(Q,QT%) = ~T70(Q. T7).
Dolayisiyla, dogru demetinin yapistirma kuralindan gelen tersinir monomial ¢arpan diginda,
beklenen 6(Q,T?) kesiti elde edilir. Holonomisi h € Uy olan bir lif icin ayni formiillerde
z = hT® yazilr.
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Lekili-Perutz’un goreli yaklasimi. Lekili ve Perutz, isaretli bir 2y € T2 noktasi secip
To = T?\ {20} exact yiizeyinde cahgirlar [14, §1.1]. F(T?,2) goreli kategorisinin nesneleri
Tp icindeki exact gemberlerdir; ¢okgenler alanlariyla degil, zp’dan gegis sayilariyla g, bigi-
minde agirliklandirihir. Goreli kategoriden Novikov katsayili mutlak kategoriye gegiste onlarin
Lemma 1.2’si bir kesigim iiretecini x q;il(m)x ile yeniden o6lgekler. Bu, yukaridaki family
Floer gergeve degisiminin exact/goreli kargihgidir: eyleme bagh ortak alan terimleri gokgen

katsayilarindan tireteglere aktarilir.

Ozellikle g,e1 = 0 exact 6zellesmesinde Lekili-Perutz, exact cember lifi Lo, iizerine holonomisi
herhangi bir A € K* olan bir boyutlu yerel sistem koyarlar; degerlemeli bir K secilse bile
R’nin tniter olmasi gerekmez [14, §8.1]. Bu nesne diigiimli kiibigin diizgiin yerindeki h €
Gy (K) noktasmin gokdelen demetine gider. Iki resim ayni carpimsal koordinati farkl bicimde
paylagtirir: burada z = hT* yazip h € U, alir ve degerleme kismin lifin fluxuna veririz; exact
goreli resimde ise degerleme kismi da sabit exact ¢ember tizerindeki keyfi K *-holonomisinin
icinde tagimabilir.

5 Eliptik egri ornegi: B-tarafi

5.1 Tate egrisi

Q=TA€A, k>1icn

ve

as(Q) = —5s3(Q), as(Q) =

12
tanimlansin. Tate egrisi
Eq = {[x cy:z ePi ‘ VP +xyz = 23 + ay(Q)x2 + a6(Q)z3} (5.1)
ile verilir. oo € Eg ile [0 : 1 : 0] noktasini gosterelim.
Tate uniformizasyonu
EY ~ G2, /Q" (5.2)

egitligini verir. A-noktalar1 diizeyinde bu,
Eq(A) ~ A /(Q)
olarak okunabilir.

Eg, simplektik torusun B-tarafindaki aynasidir.

5.2 Koherent demetler

B-tarafindaki kategori
DY Coh(Eg)

olur. Temel nesneler sunlardir:
o yap1 demeti Op,;

o kapali bir p € Eg(A) noktasinda destekli gokdelen demeti p,A;

16



Homolojik Ayna Simetrisi I Umut Varolgiines

e dogru demetleri ve daha genel vektor demetleri;

e bunlarin sinirh kompleksleri.

Bir nokta p i¢in dogal kisa tam dizi

0 — Oy 25 Oy (p) — Pk — 0 (5.3)

vardir. 6, p’de sifir olan bir kesittir. Tate uniformizasyonunda bu kesit bir teta fonksiyonuyla
yazilir.

Morfizmler Ext gruplaridir ve bilesim Yoneda ¢arpimidir:

EXt*(gl, 52) X EXt*(go, 51) — Ext* (50, 52)

Eliptik egri iizerindeki vektoér demetleri Atiyah tarafindan simflandirilmistir. Ozellikle ara-
larinda asal 7, d i¢in mertebesi r, derecesi d olan kararli demetlerin modiil uzay: yine eliptik
egriyle iligkilidir. Bu durum, diiz Lagrange cemberlerinin egim ve yerel sistem verileriyle
uyumludur.

6 Iki tarafin eslestirilmesi

6.1 Nesneler

Yatay gemberi R, bir meridyeni F ile gosterelim. Ug ¢emberin goreli konumunu (4.2) esitli-
gindeki parametre a = % olacak sekilde secelim. F' iizerinde s; spin yapisini ve Oonemsiz yerel
sistemi kullanalim. Egitlik (4.4), bu se¢imler i¢in ilgili bilegimin sifir oldugunu gosterir.

Temel sozliik soyledir:
R +— (’)EQ,
yerel sistemli meridyen F, «— z,A,
(F,s1,1) <— 00,A,
L +— Opy(00).

Burada 1, F iizerindeki 6nemsiz yerel sistemi gostermektedir.

Genel olarak ilkel bir (r,d) simfindaki diiz gemberler, r > 0 i¢in mertebesi r ve derecesi d olan
kararli vektor demetlerine gider. » = 0 olan simiflar ise torsiyon demetlerine kargilik gelir.

6.2 Morfizm boyutlar:

A-tarafinda iki diiz ¢ember arasindaki kesisim formu
I(Lo, L1) = rod1 — 71do

olur. Farkli egimli iki diiz cember icin, uygun egim siralamasinda biitiin kesigim tiretecleri ayni
derecededir ve
dimA HF*(LOJ Ll) = ’I(LQ, Ll)’

B-tarafinda Riemann—Roch formiili

X(Vo, V1) = rk(Vp) deg(V1) — rk(V1) deg(Vo)
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esitligini verir. Farkli egimli kararli demetler icin Ext grubu tek derecede yogunlastigindan

dimp Ext™(Vo, V1) = [x(Vo, V1)|-

Dolayisiyla morfizm boyutlar: gergekten de uyusur.

6.3 Bilesimler

Morfizm uzaylarinin boyutlarinin egit olmasi tek bagina kategorik denkligi vermez. Bilegimlerin
de eslesmesi gerekir:

2
HF(Ly,Ly) @ HF (Lo, L) —“— HF(Lo, L)

I I
Ext(V1, Vo) ® Ext(Vp, Vi) —  Ext(Vp, Va).

A-tarafindaki katsayilar holomorf iiggenler sayarak hesaplanabilir ((4.2) ve (4.3) esitliklerine
benzer gekilde). B-tarafinda dogru demetlerinin kesitleri teta fonksiyonlaridir ve Yoneda
carpimi klasik teta carpim 6zdesliklerini verir. ki islem aymi teta 6zdesligini saglar.

Ozel 6rnegimizde

be HFY(R,L)

ureteci,
foc € HY(Eq, Oy (o0))

teta kesitine kargilik gelir.

Yine 6zel 6rnekten devam edersek
be HF°(R, L), ce HF'(L, F)
kesigim tireteglerini gosterelim. Esitlik (4.4),
wa(c,b) =0
oldugunu gosterir. Ayna tarafta bu bilesim
Ok, LN Opy(00) — 00k

bilesimine karsilik gelir ve f,,’nin oo’de sifir olmasiyla tutarhdir.

6.4 Lagrange cerrahisi ve kisa tam dizi

R ile F’nin bir kesigim noktasinda Lagrange cerrahisi yapildiginda L elde edilir. Fukaya
kategorisinde bu iglem bir tam ti¢gen verir. Ayna tarafta aym ti¢gen (5.3) kisa tam dizisinden
gelir:

R L F A d OEQ — OEQ (OO) — OO*A.

Bu, nesne sozliigiiniin bilesim ve konilerle uyumlu olduguna dair bagka bir kontroldiir.
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6.5 Eliptik egri icin HMS

Teorem 6.1 (Polishchuk—Zaslow ve sonraki kesinlegtirmeler). Simplektik iki boyutlu torus ile

D™ F(T?,w) ~ D’ Coh(Ep).

Orijinal ispat dogru demetlerini, gokdelen demetlerini, Floer morfizmlerini ve liggen ¢arpimlarini
acikca hesaplar. Teta fonksiyonlarinin ¢arpim formilleri kategorik bilegimlerin eglesmesini
saglar.

Daha modern tekniklerle ispat su bicimde yapilabilir:

R ve F'nin Fukaya kategorisini tirettigi gosterilir.

O, ile co.A'nin Db Coh(Eq)’yu trettigi gosterilir.

Bu iki ¢iftin belirledigi kiicik A.o-altkategoriler kargilagtirilir.

- W b=

Homoloji diizeyindeki ¢arpimlar ve uygun Massey carpimlari, yliksek Aoo-yapisinin modiil
uzayindaki noktasini belirler.

Bu hesap kisa ve etkilidir. Eslesmenin neden teta fonksiyonlari tirettigini daha dogrudan
anlamanin bir yolu uniformizasyondur. Karmagik sayilar {izerindeki bir eliptik egri

C/(Z+7Z)

bigiminde, Tate egrisi ise (5.2) bigiminde sunulur. Tate egrisi 6rtiigen halka bolgelerle (annulus)
kaplanabilir. Koherent demetler bu parcalar iizerinde tanimlanip yapistirilabilir. Simdi bu
yerel-yapigtirma resminin A-tarafindan, destekli Floer kurami kullanilarak nasil kuruldugunu
aciklayalim.

6.6 Destekli Floer kuramiyla Tate aynasimin kurulmasi

Yukaridaki yaklagimda Tate egrisi bagtan verilmis, sonra Fukaya kategorisi ile koherent demetler
kategorisinin ayni teta formillerini tirettigi kontrol edilmisti. Destekli Floer kurami ters yonde
ilerler: yalnizca simplektik torus ve onun Lagrange cember fibrasyonundan baglayarak énce
aynanin yapi demetini, ardindan ayna funktorunu kurar.

Onceki hesapta a = % olan ve segtigimiz spin yapisiyla oco.A’ya karsilik gelen lifi Fi ile

gosterelim. Fibrasyonun tabanindaki flux koordinatinin baslangic noktasini bu lif olacak
sekilde secersek
m:T? — B=R/AZ

bi¢giminde bir Lagrange cember fibrasyonu elde ederiz. Taban tizerinde bir kez dolagmak fluxu
A kadar degistirir. Yon secimini degistirmek asagidaki z koordinatimi 2! ile degistirmekten
ibarettir.

Tabandaki yeterince kisa kapali bir P aralig: icin
Kp=n"4(P)
bir halka bélgedir. T?'nin Kp iizerinde destekli simplektik kohomolojisinin sifirinci derecesini

A(P) := SHY, (K p; )
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ile gosterelim. Bu, yalnizca K p’nin siradan simplektik kohomolojisi degil, K p'nin T2 icindeki
yerini de hatirlayan bir degismezdir.

P’nin R i¢indeki bir kaldirimi yine P ile gosterilsin. Diizenli lifin yerel kotanjant demeti modeli
ve Viterbo hesabi su 6zdesligi verir:

.A(P) ~ {chzn

lim inf (val(c,) + na) = —i—oo} . (6.1)
nez

[n|—o0 a€P

Burada n, periyodik yoriingenin lif yoniindeki sarim sayisidir. Sag taraf
Up ={z € G};, : val(z) € P}
affinoid halka bolgesinin analitik fonksiyonlar cebiridir ve alternatif bir gésterimi de
Az, y)/(wy — T
seklindedir. P’ C P icin destek daraltma gonderimi
A(P) — A(P")

analitik fonksiyonlarin Up:’ye kisitlanmasiyla aynidir.

Evrensel ortiide flux koordinati « iken bir yerel sistemli lifin family Floer koordinat:
z=hT%, h € Uy,
olur. Deck doniigiimi o — a + A altinda
z+— Qz, Q=T
Dolayisiyla P — A(P) cebirlerini yapigtirarak elde edilen rijit analitik uzay
G, /QF = B (6:2)
olur. Bagka bir deyisle, tropikalizasyon génderimi
p: By — R/AZ
icin destekli Floer hesabi bir demet 6zdesligi verir:
A~ p.Opzn.

Bu, Tate egrisinin B-tarafinda ¢nceden secilmeden A-tarafindan kurulmasidir. Bu kapali-sicim
yapimi, destekli simplektik kohomolojinin yerellik ve inig 6zelliklerinin diigiimsiiz bir boyutlu
taban durumudur [9, 17].

Simdi agik sicimlere gecelim. Fibrasyonun yatay bir Lagrange kesitini R ile gosterelim. Yerel
olarak RN Kp, halka bolgenin kotanjant lifi gibi davranir. Bir Lagrange brane’i L i¢in destekli
Floer komplekslerini sembolik olarak

Mp(P):=CF2(Kp;R,L)
ile gosterelim. Bunlar A(P) {izerinde modiillerdir. Yerel kotanjant demeti hesabi

HF}(Kp; R, R) ~ A(P)
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Ozdegligini verir ve sol taraf sifirinci derece disinda kaybolur. Destek daraltma gonderimleri
M, (P) modiillerini birbirine baglar; boylece bunlar E¢)" tizerinde bir kompleks olarak yapisir.
Cokgen carpimlart hem modiil yapilarini hem de morfizmler tizerindeki yiiksek terimleri verir
ve bir As-funktor Uretir:

®: D"F(T? w) — Perf(EY"). (6.3)

Bu funktorun tam sadakati yerel iiretim ve inigten gelir. Gergekten, yeterince kisa her P
tizerinde RN Kp yerel kategoriyi iiretir ve Yoneda gonderimi

CFj*wz (Kp; Lo, Ll) — RHOHIA(p) (MLO (P), ML1 (P))

bir quasi-izomorfizmadir. B’yi kisa araliklarla ortersek, bu 6rtii involutiftir: bitiin tamimlayic
fonksiyonlar 7 {izerinden geldigi i¢in Poisson parantezleri sifirdir. Destekli agik-sicim inigi ve
karsi tarafta affinoid inis kullanildiginda yerel quasi-izomorfizmalar

CF*(Lo,Ll) >~ RHOHIE?QH ((I)(Lo),q)(Ll)) (64)
Ozdesligine yapigir. Bu argiiman tam sadakati yalnizca iki se¢ilmig nesne igin degil, biitiin
Lo, L ciftleri igin verir.

Temel nesnelerin goriintiileri de dogrudan desteklerinden okunur:
(I’(R) ~ OEZ)“; @(Faﬁ) >~ O[hTa].

Ikinci formiilde F, 1, flux koordinat1 o olan ve holonomisi A olan liftir; sag taraftaki nokta
[RT*] € AX/Q%dir. Ozellikle koordinatin baslangi¢ noktas: olarak sectigimiz lif igin

D(Foo) ~ Oco.

R ile F,’nin Lagrange cerrahisinden elde edilen L ise O(o0)’ye gider. R — L morfizmi bu
dogru demetinin kanonik teta kesitine doniigiir. Evrensel ortiide, destekli Floer komplekslerinin
belirledigi yerel cercevede bu kesit

0(Q.2) = D (~1)rQrinb/zen
nez

bicimindedir ve
0(Q,Qz) = —2710(Q, 2)

déniisiim kurali O(oo)’nin yapistirma fonksiyonudur. Onceki dogrudan iiggen hesabinda
goriilen, tiggen sinifindan bagimsiz Gauss tipi ortak carpan yerel Floer iiretecinden bu family
Floer gercevesine gecerken cerceveye aktarilir. Geriye kalan seri tam olarak yukaridaki analitik
teta kesitidir.

Son olarak 6zsel ortenligi kanitlayalim. Burada R ile F.’'nin Fukaya kategorisini tirettigi
sonucuna ihtiya¢ yoktur. Tam sadik funktorun gériintiisii kalin bir tiggenlenmis altkategoridir:
koniler tam sadakat sayesinde, dogrudan bilegenler ise kaynak kategori idempotent kapali
oldugu icin goriintii icinde kalir. Ote yandan

OEan ve OOO
hedef kategoriyi tiretir. Gergekten,

0— O((n—1)0) — O(noo) — Osx — 0
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kisa tam dizileri biitiin O(noo) dogru demetlerini iiretir; O(co) ample oldugu i¢in bunlarin
kalin kapanisi Perf (Egzn)’ln tamamidir. Egitlik

B(R) = Opy,  ®(Fo) = O

oldugundan ®’nin goriintiisii hedef kategorinin iki {iretecini igerir. Bu nedenle ® 6zsel ortendir.
Boylece
D™ F(T?,w) ~ Perf(E') ~ D’ Coh(Eg),

burada son egdegerlik diizgiin ve proper Tate egrisi icin rijit analitik GAGA’dan gelir.

Uyart 6.2. Kapali-sicim kismi ve kullanilan destekli simplektik kohomoloji inigi kurulmusg
sonuclardir. Yukaridaki kategorik argiimanin girdisi olan destekli agik-sicim kurami ve onun
inig teoremi ise Abouzaid, Groman ve Varolgiineg’in devam eden galigmasinin konusudur.
Dolayisiyla bu altbéliim hem iki boyutlu torus 6rneginde kontrol edilebilen yerel hesaplari hem
de genel agik-sicim teoreminin verecegi HMS ispatinin kesin mantiksal yapisin1 kaydetmektedir.

7 Daha yiiksek boyut ve sonuc

7.1 Eliptik egri 6rneginin sinirlari

Eliptik egri durumunda hesaplarin acik olmasinin birkag nedeni vardir:

e holomorf geritler ve ¢cokgenler evrensel 6rtiide agik¢a siniflandirilabilir;
o ilgili koherent demetler ve vektér demetleri sinifflandirilmigtar;

o disk kabarciklanmasindan gelen egrilik bu temel nesnelerde gorilmez.

Yiiksek boyutta disk kabarciklanmasi, engelsizlik, yakinsaklik, iiretim ve kategorik yapistirma
sorunlar1 ortaya cikar. Eliptik egri hesabi genel teoremin kaniti degildir; genel varsayimda
beklenen mekanizmay1 gosteren tam bir modeldir.

7.2 Batyrev ayna ciftleri i¢in yakin tarihli sonug

Homolojik ayna simetrisi hala ¢ok aktif caligilan bir alandir. Yakin zamanda yapilan caligma-
lara giizel bir 6rnek olarak Ganatra, Hanlon, Hicks, Pomerleano ve Sheridan, dual refleksif
politoplardan elde edilen genig bir Batyrev ayna ¢ifti sinifi icin homolojik ayna simetrisini
kanitladilar. Sonug karakteristik sifirda ve sonlu sayida istisna diginda pozitif karakteristiklerde
gecerlidir. Bu teorem, Batyrev’in kombinatoryal yapimi ile Kontsevich’in kategorik varsayimini
dogrudan birlestirir.

7.3 Ozet

Bu notlarda kullanilan ana adimlar sunlardir:

1. Besli tickathida rasyonel egrilerin sayilmasi énemli bir problemdir.

2. Naif egri sayimmi deformasyonlar ve sinir durumlar1 altinda iyi davranmaz. Gromov—
Witten kurami bu egrileri kullanarak sanal ama deformasyonla degismeyen ve ¢ok daha
hesaplanabilir bir sayim verir.

3. Ayna simetrisi A-modelindeki egri sayilarini B-modelindeki periyot hesaplarina gevirir.
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4. Kontsevich bu iligkiyi Fukaya kategorisi ile koherent demetlerin tiiretilmis kategorisi

arasindaki bir denklige yiikseltir.

. Iki boyutlu torusta Floer iicgenlerinin alan toplamlar: teta serileridir. Ayni teta fonksiyon-

lar1 Tate egrisindeki dogru demetlerinin kesitlerinde goriiliir. Dogrudan hesaplamalarda
bu durumda homolojik ayna simetrisi ispatlanmistir.

. Destekli simplektik kohomoloji, torusun Lagrange ¢ember fibrasyonundan Tate egrisinin

yap1l demetini yerel halka bolgelerini yapigtirarak kurar. Beklenen destekli acik-sicim
inigi tam sadik ayna funktorunu verir; yap1 demeti ile bir gokdelen demetinin goriintiide
olmasi 6zsel ortenligi saglar. Bu son adim A-tarafinda bir iiretim teoremi gerektirmez.
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